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4.1       ΕΥΘΕΙΕΣ ΚΑΙ ΕΠΙΠΕ∆Α ΣΤΟ ΧΩΡΟ 
 
ΘΕΩΡΙΑ 
1.  
Το επίπεδο: Είναι έννοια πρωταρχική για τα µαθηµατικά δηλαδή έννοια που δεν       
                         επιδέχεται ορισµό. H εικόνα του επιπέδου είναι γνωστή από την  
                         εµπειρία µας. Την έχουµε ταυτίσει µε τη µορφή που έχει ένα λείο  
                         πάτωµα , ένας καθρέφτης , ο πίνακας του σχολείου µας κλπ . 
 
 
2. 
Στοιχεία που καθορίζουν τη θέση ενός επιπέδου  
 
•  Από τρία µη συνευθειακά σηµεία  
    ορίζεται ένα µόνο επίπεδο. 
 
 
•  Από δύο τεµνόµενες ευθείες  
     ορίζεται ένα µόνο επίπεδο. 
 
 
•  Από δύο παράλληλες ευθείες  
    ορίζεται ένα µόνο επίπεδο.  
 
 Σηµείωση : Κάθε επίπεδο προεκτείνεται απεριόριστα προς όλες τις κατευθύνσεις  
 
 
3. 
Σχετικές θέσεις δύο διαφορετικών επιπέδων  
∆ύο διαφορετικά επίπεδα ή είναι παράλληλα ή τέµνονται. 
Παράλληλα είναι όταν δεν έχουν κοινά σηµεία.  
Τέµνονται  όταν έχουν κοινά σηµεία.  
Όταν τα επίπεδα τέµνονται τα κοινά τους σηµεία βρίσκονται σε µία ευθεία την οποία 
ονοµάζουµε τοµή των δύο επιπέδων.  
στο παρακάτω σχήµα τα επίπεδα Π και Ρ είναι παράλληλα ενώ τα Σ και Κ τέµνονται 
 
         Παράλληλα επίπεδα                   Τεµνόµενα επίπεδα 
 
 
                                                                                          Η ευθεία ΑΒ είναι η τοµή  
                                                                                          των επιπέδων Σ και Κ  
 
 
 
 
 



2 
 

 

3ο

2ο1ο

Π

ε2

ε2
ε1

ε1ε2

ε1

Π

ΑΒΑ

3ο
2ο

1ο

Π

ε2

εε

ε

Π

ε

ε2
Α

ε1

Π

4. 
Σχετικές θέσεις δύο διαφορετικών ευθειών  
∆ύο διαφορετικές ευθείες µπορεί να είναι ή παράλληλες  ή να τέµνονται ή να είναι 
ασύµβατες.  
Παράλληλες είναι όταν βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο και δεν έχουν κοινό σηµείο. 
Τέµνονται όταν βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο και έχουν ένα µόνο κοινό σηµείο. 
Ασύµβατες είναι όταν βρίσκονται σε διαφορετικά επίπεδα  
Στα παρακάτω σχήµατα στο πρώτο φαίνονται δύο παράλληλες ευθείες, στο 2ο δύο 
τεµνόµενες και στο 3ο  δύο ασύµβατες.   
 
 
 
 
 
 
 
 
5. 
Σχετικές θέσεις ευθείας και επίπεδου 
Μία ευθεία µπορεί ή να περιέχεται σε ένα επίπεδο, ή να είναι παράλληλη στο 
επίπεδο, ή να τέµνει το επίπεδο σε ένα µόνο σηµείο.  
Η ευθεία περιέχεται στο επίπεδο όταν δύο σηµεία της είναι σηµεία του επιπέδου.  
Η ευθεία είναι παράλληλη στο επίπεδο όταν δεν έχει κοινά  σηµεία µε το επίπεδο.   
Η ευθεία τέµνει το επίπεδο όταν έχει µε το επίπεδο ένα µόνο κοινό σηµείο.   
Στην τελευταία περίπτωση το κοινό σηµείο το λέµε ίχνος της ευθείας στο επίπεδο.  
Στα παρακάτω σχήµατα, στο πρώτο η ευθεία περιέχεται στο επίπεδο, στο δεύτερο 
είναι παράλληλη στο επίπεδο και στο τρίτο τέµνει το επίπεδο  
 
 
 
 
 
 
 
 
6. 
Ευθεία κάθετη σε επίπεδο   
Μία ευθεία είναι κάθετη σε ένα επίπεδο  
όταν είναι κάθετη σε δύο ευθείες που  
διέρχονται από το ίχνος της  
 
 
7. 
Απόσταση σηµείου από επίπεδο : Λέµε το κάθετο τµήµα που φέρουµε από το  
                                                                   σηµείο στο επίπεδο. 
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8. 
Απόσταση παραλλήλων επιπέδων : Ονοµάζεται η απόσταση ενός σηµείου  
                                                                      του ενός επιπέδου από το άλλο επίπεδο .   
 
 

ΣΧΟΛΙΑ 
1. 
Ευθεία σε επίπεδο : Αν µία ευθεία ανήκει σε ένα επίπεδο τότε όλα τα σηµεία της 
                                        ανήκουν στο επίπεδο αυτό. 
 
 
2. 
Ευθεία κάθετη σε επίπεδο: Αν µια ευθεία είναι κάθετη σε ένα επίπεδο τότε 
                                                      είναι κάθετη σε κάθε ευθεία του επιπέδου που  
                                                      διέρχεται από το ίχνος της.  
 
 
 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1.  
Χαρακτηρίστε τις παρακάτω προτάσεις µε ένα (Σ) αν είναι σωστές και µε ένα (Λ) αν 
είναι λανθασµένες.  
α) Από τρία µη συνευθειακά σηµεία διέρχονται άπειρα επίπεδα.             Λ 
β) Αν µία ευθεία βρίσκεται σε ένα επίπεδο τότε µόνο δύο σηµεία της ευθείας  
    βρίσκονται στο επίπεδο.    Λ 
γ) Από δύο σηµεία διέρχεται ένα µόνο επίπεδο.    Λ 
δ) Απόσταση ενός σηµείου Α από ένα επίπεδο Π ονοµάζεται το κάθετο τµήµα που 
    φέρουµε από το Α στο Π.      Σ 
ε) ∆ύο ευθείες που δεν βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο είναι παράλληλες    Λ 
στ) Αν µια ευθεία δεν ανήκει σε ένα επίπεδο τότε είναι παράλληλη σε αυτό   Λ 
ζ) Απόσταση δύο παραλλήλων επιπέδων ονοµάζουµε ένα ευθύγραµµο τµήµα µε  
    άκρα ένα σηµείο του ενός επιπέδου και ένα σηµείο του άλλου επιπέδου.   Λ 
η) Μία ευθεία είναι κάθετη σε ένα επίπεδο όταν είναι κάθετη σε µία ευθεία του 
    επιπέδου που περνάει από το ίχνος της.   Λ 
θ) ∆ύο ευθείες κάθετες στο ίδιο επίπεδο είναι παράλληλες.   Σ 
ι)  ∆ύο ευθείες ενός επιπέδου µπορεί να είναι ασύµβατες.   Λ 
Προτεινόµενη λύση  
α) Λάθος, διέρχεται µόνο ένα.  
β) Λάθος, όλα τα σηµεία της βρίσκονται στο επίπεδο. 
γ) Λάθος, από δύο σηµεία διέρχεται µία µόνο ευθεία και από την ευθεία αυτή 
    διέρχονται άπειρα επίπεδα. 
δ) Σωστό, όπως προκύπτει από τη θεωρία.  
ε) Λάθος, οι παράλληλες ευθείες βρίσκονται πάντα στο ίδιο επίπεδο.   
στ) Λάθος, µπορεί να τέµνει το επίπεδο σε ένα σηµείο.  
ζ) Λάθος, είναι το κάθετο τµήµα που φέρνουµε από ένα σηµείο του ενός προς το 
    άλλο  
η) Λάθος, πρέπει να είναι κάθετη σε δύο ευθείες που περνάνε από το ίχνος της.  
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θ) Σωστό, διότι είναι κάθετες στην ευθεία που διέρχεται από  τα ίχνη τους.  
ι)  Λάθος οι ασύµβατες βρίσκονται πάντα σε διαφορετικά επίπεδα.  
 
 
2. 
Στο διπλανό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο να βρείτε  
α) Ευθείες που είναι παράλληλες στην ΑΒ  
β) Ευθείες κάθετες στη ∆Γ  
γ) Ευθείες ασύµβατες µε την ΕΘ  
Προτεινόµενη λύση  
α)  ∆Γ,  ΖΗ,  και ΕΘ  
β)  Α∆,  ΒΓ,  Ζ∆  και  ΗΓ  
γ)  Α∆,  ΒΓ,  Ζ∆  και  ΗΓ  
 
 
3. 
Οι διαστάσεις του διπλανού ορθογωνίου  
παραλληλεπιπέδου είναι Α∆ = α ,  ∆Γ= β  
και ΑΕ = γ  .  
 α) Να δείξτε ότι ισχύει  ΕΓ2 = α2 + β2 + γ2   
 β) Να υπολογίσετε το µήκος της διαγωνίου  
     ΕΓ όταν  α = 3 , β = 4  και  γ = 12  
Προτεινόµενη λύση  
α)  
Πυθαγόρειο στο ορθογώνιο τρίγωνο Α∆Γ :   ΑΓ2 = Α∆2 + ∆Γ2  = α2 + β2    (1)   

Πυθαγόρειο στο ΕΑΓ :   ΕΓ2 = ΑΕ2 + ΑΓ2  
(1)

=  γ2 + α2 + β2   

β)  
Για  α = 3 ,  β = 4  και  γ = 12  έχουµε   ΕΓ2 = 32 + 42 + 122  = 169  

                                                 άρα        ΕΓ = 169 = 13 
   
 
4. 
Στο διπλανό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο, να σχεδιάσετε  
το επίπεδο που ορίζεται από τις παράλληλες ευθείες  
ΕΗ και ΑΓ και να βρείτε την τοµή αυτού µε τα επίπεδα  
ΑΒΓ∆ και ΕΖΗΘ.  

Προτεινόµενη λύση  

 
Είναι το  κίτρινο επίπεδο  του διπλανού σχήµατος.  
Οι τοµές αυτού µε τα επίπεδα ΑΒΓ∆ και ΕΖΗΘ  
είναι οι ευθείες ΑΓ και ΕΗ αντίστοιχα.  
 
 
 
 

Θεωρία 4 

Σχόλιο 2 

Θεωρία 2 
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5. 
Στο διπλανό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο, να  
σχεδιάσετε τα επίπεδα που ορίζονται από τις  
παράλληλες ευθείες ΕΗ και ΑΓ  καθώς επίσης  
και από τις Β∆ και ΘΖ  και να βρείτε την τοµή  
αυτών.  
Προτεινόµενη λύση  
Είναι τα  κίτρινο και πράσινο επίπεδα  του  
διπλανού σχήµατος.  
Η τοµής τους είναι η ευθεία  ΚΛ  
 
 
6. 
Στο διπλανό σχήµα δίνονται οι ηµιευθείες   
ΟΑ , ΟΒ , ΟΓ  οι οποίες  δεν βρίσκονται  
και οι τρείς στο ίδιο επίπεδο.  
Να σχεδιάσετε τα επίπεδα που ορίζονται  
από τις ηµιευθείες και να βρείτε την τοµή  
καθενός µε τα υπόλοιπα.  
Προτεινόµενη λύση 
Είναι τα γκρίζο, πράσινο και το τρίτο που δεν  
Φαίνεται και το οποίο ορίζεται από τις 
ηµιευθείες ΟΑ και ΟΓ.  
Τοµή του γκρίζου µε το πράσινο είναι η ΟΒ. 
Τοµή του γκρίζου µε αυτό που δεν φαίνεται  
είναι η ΟΑ.  
Τοµή του πράσινου µε αυτό που δεν  
φαίνεται είναι η ΟΓ. 
 
  
7. 
Στο διπλανό σχήµα τα τµήµατα ΑΑ΄ και  ΒΒ΄ είναι  
οι αποστάσεις των Α και Β από το επίπεδο Π. 
Αν είναι ΑΑ΄= 15 , ΒΒ΄= 12 και ΑΒ = 5 ,  
να υπολογίσετε το τµήµα Α΄Β΄.  
Προτεινόµενη λύση  
Φέρουµε το τµήµα  ΒΚ⊥ΑΑ΄ 
Τότε  ΑΚ = ΑΑ΄−ΚΑ΄=  
                = ΑΑ΄−ΒΒ΄=  
                = 15−12 = 3 
Πυθαγόρειο στο ορθογώνιο τρίγωνο  
ΑΚΒ :   ΚΒ2 = ΑΒ2 – ΑΚ2 =  
                     = 25 – 9 = 16  
Άρα  ΚΒ = 4 και αφού το  
 ΚΒΒ΄Α΄ είναι ορθογώνιο       
 θα είναι και  Α΄Β΄= 4.  
 
 

Θεωρία 2-3 
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8. 
Στο διπλανό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο είναι   
ΑΒ = 12 , ΒΓ = 5 και ΑΕ = 9.  
Το Μ είναι το µέσο του ΕΘ. 
Να υπολογίσετε τα µέτρα των γωνιών  

Ε ɵΓΑ και Ε�Μ Α 
Προτεινόµενη λύση  
Πυθαγόρειο στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ:   ΑΓ2 = ΑΒ2 + ΒΓ2  =  
                                                                              = 122 + 52  = 
                                                                              = 144 + 25 = 169  
                                                              άρα  ΑΓ = 13  

Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΕΓΑ έχουµε ότι   εφ Ε ɵΓΑ= 
9

13
 ≈ 0,6923 

Και µε τη βοήθεια πινάκων βρίσκουµε ότι  Ε ɵΓΑ = 35ο  

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΕΜΑ είναι ΕΜ = 2,5   και  εφ Ε�Μ Α = 
9

2,5
= 3,6  

Οπότε  Ε�Μ Α = 72ο  
 
 
9. 
Στο διπλανό ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο είναι   
ΑΒ = 12 , ΒΓ = 8 και ΑΕ = 9 .  
α) Να εξηγήσετε γιατί η ΕΘ είναι κάθετη στη ΘΓ.  
β) Να βρείτε τα µήκη των πλευρών και τα µέτρα  
    των γωνιών του τριγώνου ΕΘΓ.  
Προτεινόµενη λύση  
α)  
Είναι  ΕΘ ⊥ΘΗ  και  ΕΘ⊥Θ∆   άρα  ΕΘ⊥ στο επίπεδο ΘΗ∆Γ.  
Συνεπώς   ΕΘ⊥ΘΓ 
β)  
Πυθαγόρειο  στο Θ∆Γ:   ΘΓ2 = Θ∆2 + ∆Γ2 =  
                                                = 92 + 122 =  
                                                = 81 + 144 = 225  
                               άρα  ΘΓ = 15 
Πυθαγόρειο  στο ΕΘΓ:   ΕΓ2 = ΘΕ2 + ΘΓ2 =  
                                                = 82 + 152 = 289  
                                άρα  ΕΓ = 17 και ΕΘ = 8  
 

εφ Θ ɵΓΕ = 
ΕΘ

ΘΓ
= 

8

15
≈ 0,5333   άρα   Θ ɵΓΕ = 28ο  

Θ ɵΕΓ = 90ο −28ο= 62ο  και προφανώς  Ε �Θ Γ = 90ο  
 
 
 
 
 

Σχόλιο 2 



7 
 

 

Π

Α

10. 
Μία ευθεία ε έχει µε ένα επίπεδο Π µοναδικό κοινό  
σηµείο το Α.  Να εξηγήσετε γιατί η ε  δεν είναι  
παράλληλη σε καµία ευθεία του Π   

Προτεινόµενη λύση  

Επειδή η ε έχει µε το Π µοναδικό κοινό σηµείο  
το Α, η ε δεν ανήκει στο Π. 
Εποµένως δεν µπορεί να είναι παράλληλη σε καµία ευθεία του Π  
 

Θεωρία 4 


